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inv(0,r) = (-0, り・
恥＝｛入 E股 I入>O}とおく．連続関数/:sn→ 股十に対し， inv(graph(,))
の凸胞の境界を几と表すことにする，ここに graph(,)は以下のように定義される
町 +1ー {O}の部分集合のこととする．
graph(,)= {(0,1(0)) E町 +1―{O}I 0 E炉｝．
連続関数/:sn→ 股＋は，等式几 =inv(graph(,))が成り立つとき convex 1nte-
grandと呼ばれ，几が狭義凸である凸体の境界であるとき strictlyconvex inte-
grandと呼ばれる．与えられた convexintegrand , : sn→民＋に対し，ァに随伴す
るウルフ図形 cw,という記号で表される）とは次の共通部分のことである．
n {xE町 +1I x・0 :S ,(0)} , 
0ESれ




CI(S叫恥） = { 1 E C0(S直+)I , : convex integrand} . 
如 nv,O(股n+l) = {WC股n+llW: 凸体，
OE町 +1はW の内点｝．
すると， CI(Sn皇＋）は最大距離 d: CI(Sn皇+)x CI(S尺股＋）→ 良十 U{O}に





























事実 1(J. Mather[3]). n,pは， n+l>pを満たす自然数とする．そのとき以下が
成立する．
(1)どんな球面の射影1r1lsn, 四応も Aー 同値である．もっと詳し述べると，球
面の回転h:sn→ SNと線形同型写像H:即→民Pが存在して以下が成立
する．
1r1lsn =HO (四lsn)0 h. 
(2)すべての 1rlsnは安定である．もっと詳しく述べると， 1rlsnの特異点集合
~(1rlsn) は正定値折り目特異点からなる (p- 1)一次元球面であり，





a1,a2 E町 +1-{0}とし， C1心 E恥とする.i = 1,2に対し，次の形の球面上の
アフィン関数!a,c,: sn→股を考える．
fa,c, (X) = ai・X + ci (X E Sn). 
すると，事実 1から，次の命題 1を容易に得ることができる．
命題 1([2]). (1) iが1であれ2であれfa,c,は必ず安定であって，その特異点集
合 :E(fa,,cJ は 2点集合｛点勺，—点｝である．さらに，特異点点罰—点勺
はモース指数O,nのモース特異点である．
(2) a1, a2が線形独立と仮定する．すると，写像 Ua1,cぃla年 2): sn→ 配は安
定であり，その特異点集合:E((fa1,cぃf的，c2)は円周snn (良a1+股a分であ
る．さらに，すべての特異点は正定値折り目特異点である．
(3) a1, a2が線形従属と仮定する．すると，写像 (f釦，cぃf的，c2): sn→ 配は安
定関数とみなすことができ，その特異点集合:E((fa□1, la年 2)は2点集合
{~, ―~}である．さらに，特異点点苫—嘩廿はモース指数 0,n の
モース特異点である．
4. グラフの INVERSION像がアフィン関数の平方根となる CONVEXINTEGRAND 
前節のaぃ¢ に対して， ai・X+ Ci= I I~I I cos 0 + Ciとなっていることはすぐわか
る，ここに 0はaiとXESnとがなす角度である (0の余弦関数しか登場していな
いので， 0 はどちらからどちらへの角度でも構わない）．これより，もしも 11~11 < Ci
であれば， fa,,c;(S門c股＋を得ることはすぐわかる．さらに以下を示せる．
命題2([2]). 任意のiE {l, 2}に対し，引固I< Ciを仮定する関数ga,,c,:Sれ→良十
をga.,c,(X) = V fa,,c;(X)で定義する．すると， graph(ga,,c,)は狭義凸である凸体の
境界になっている．
系 2([2]). 任意の iE {l, 2}に対し， !Ila』<Ciを仮定する．関数戸仕： Sれ→良十
を 1 (X) = 1 で定義する．すると， 1 は strictlyconvex integrandに
ga,,c, V fa臼 ,(X) ga臼 i
なっている
NOTE 
(1) 命題2は，球面sn上の異なる 2点P,Q(ただし， p=1-Q)をとり， P,Q
を結ぶ測地線を ~:(p,q) → 炉とおくとき，曲線 ga,c,O~: (p, q)→ snの
曲率が常に正であることを示すことにより証明される．仮定 !11~11 < Ciは，
曲率が常に正となるための条件である．
(2) 関数fa,c,に対し次が成り立つ．
命題 3([2]). 任意のiE {l, 2}に対し,211~11 < Ciを仮定するすると， graph(fa,c.) 
は，常に，狭義凸である凸体の境界になっている．
系 3([2]). 任意の iE {l, 2}に対し， 21叫<Ci を仮定する．すると，冗~ は，常
に， strictlyconvex integrandになっている．






二つのび級 convexintegrand 11, 12 : sn→股＋を考える./i (i = 1, 2)は必ず
しも strictlyconvex integrandとは仮定されていないことに注意されたい．また，極
座標表示を用いた曲率が証明で必要となるのでc2級が仮定されていることにも注意
されたい.a1,a2 E町 +1-0とC1,C2 E政は，
3 3 
釘>2lla1 ,c2 > -lla2II 
2 













1 + hi(-X)ga,,c, (-X) 
t叫ー X)
1 
杯 (-X)+ 9a,c, (-X) 
1 1 
t (叫-X)+ tga,,c;(-X)) . 
よって， ri,tが9a,c,を用いた 'Yi(i = 1, 2)の摂動の 1助変数族になってい
ることがわかる．









だし， p ヂーQ) をとり， P,Q を結ぶ測地線を~: (p, q)→ 炉とおくとき，
曲線 1 
,,o~ + tga,c, O~: (p, q)→炉の曲率が常に正であることを示すことに
より証明される.tが十分大きいという仮定は，曲率が常に正となるための
条件である．
(2) 与えられた convexintegrand'Yiがstrictlyconvex integrandでなかったと




系 4([2]). i E {l, 2}に対し， /i: sn→ 股をび級の convexintegrandとし，
ai E町 +1―{0},Ci E股は C;>町la』を満たしているとする．さらに， tは十分に2 
大きい実数とする．そのとき，ウルフ図形Wr,,,の境界8Wr,,,は常に ci級である．
6. 主結果
定理 2([2]). a1, a2を股n+l-{O}の二つのベクトルとし， c1,c2を以下を満たすニ
つの正の実数とする．
3 3 -Ila』 <cぃ— Ila叫< C2. 
2 2 
紐，c,:sn→股＋を ga,,c;(X)= ya; ・X + Ciで定義される関数とする．さらに，任意
のiE {l, 2}に対し， /i:sn→恥をび級の convexintegrandとし ri,t:sn→ 良
をri,t(X)=いh)ぷ竺）-(X) で定義される関数とする．そのとき，次の等式が成立
する．
凰 h(W (f1,t), W (応，t)
max{ 冨~-心 XESnn(胚＋恥｝
NOTE 
(1) 定理 1, 系1,命題1,系2を組み合わせて使うことにより定理2は証明さ
れる．
(2) もしも tE股＋が十分大きい実数であれば， r1,t,r2,tのどちらも strictly
convex integrandになるのであった（命題4). 従って，定理1より次を得る．
h (W (r1,t), W (r2,t)) = d (い，t,r2,t) . 
とはいえ，もしもび級 convexintegrand 11 , 12が任意に与えられたのであ
れば，















任意の kE {1,2, .. ,n+l}に対し， g は町+1のK番目の碁本ベクトルを表すも
のとする.X = (X1, .. ,Xn+i) E炉および
Ci+ Jc; -Ila氾 Ci―Jc;-lail2 
°'i = 2 and店＝ 2 
とおく．そのとき以下が成立することが容易にわかる．
n+l 







2ai > (ai十出=Ci >)Ila& 





ai~(羽+ (ai~~ 三） + /3i 
ふ（（ふ+(ai・ek) r _ 11;~1r 十三
k=l 
2ai 
ai X +―ai 







すると，特別な形をしたc=級微分同相写像h:sn→ 炉が存在し， graph(ga,,c, oh) 
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